Fraktale Dimensionen — uUber das Titelbild des
Oberstufenlehrbuches Reichel-Miiller-Laub

STEFAN GOTZ UND HaNs-CHRISTIAN REICHEL (UNIv. WIEN)

Das Titelbild des Lehrbuchs [RML] zeigt den sog. Menger-Schwamm (bzw. dessen
Konstruktionsproze8): ein Paradebeispiel eines Fraklales. Im {olgenden wollen wir
uns dem damit zusammenhingenden und sehr modernen Gebiet der Mathematik
widmen. das neuerdings auch in zahlreichen popular-wissenschaftlichen Publikatio-
nen behandelt wird und Anwendungen in mannigfachen Gebieten besitzt (sh. z.B.
{CF] u.v.a.). Die Grundideen haben Relevanz fir den Unierricht und in diesem
Sinne wollen wir auch im folgenden referieren:

§1 Das Newton’sche Naherungsverfahren

Eine der Grundaufgaben der Mathematik ist die Losung von Gleichungen f(z) = 0. wo-
bei f eine reelle Funktion ist. Da in den seltensten Fallen Losungsformein fir die exakzte
Berechnung der Nullstellen von f zur Verfligung stehen, wurden sog. Ndherungsverfch-
ren entwickelt. Das bekannteste von diesen ist das Newton'sche. Sein Prinzip ist die
Berechnung einer Nullstelle ¥ von f als Grenzwert einer rekursiv gebildeten Foige (zn).
Vorausgesetzt wird — grob gesagt — die Differenzierbarkeit von f.

Man beginnt nun mit einem Startwert zg .in der Nahe” einer Nulistelle Z. Nun berechnet
man f(z¢) und zieht im Punkt (z¢, f(z¢)) die Tangente t an den Graphen der Funk-
tion. Der Schrittpunkt von ¢ mit der z—Achse wird mit z; bezeichnet. Er ist der erste
Nizherungswert fir die Nullstelle Z. Unter glnstigen Voraussetzungen — und soiche wolien

wir nun annehmen — ist z; ein besserer Naherungswert fur Z als zg es war.
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Das Verfahren wird fir z; genauso wie fiir 7, fortgesetzt. Man erhalt eine Folge (z,), die
— unter gewissen Bedingungen. die wir im Augenblick nicht prizisieren wollen — gegen
konvergiert (sh. z.B. HE], [RE]). Wir sehen:

flzo) o fl=o)
Zog—I) —f(xo)—_—-$1'1-—30 f’(zo)

Allgemein gilt bekanntlich:

(wenn f'(z0) # 0) .

| o f(za)
Zo ; Zptl = Zg Filzn) (%) .
Lassen wir den urspringlichen Gedanken der Nullstellenbestimmung fiir einen Augenblick
zugunsten einer anderen Sichtweise fallen, und betrachten wir (=) einfach als rekursive
Definition einer Folge (z,). ,Modern” gesprochen liegt ein sog. dynamisches System vor,
welches in R ablauft: '
To;  Zns1 =N(za) (%*) .

Nun hatte bereits 1879 A. Cayley® die Idee, dieses Verfahren in der Gauf’schen Zahlen-
ebene C zu studieren und speziell fiir komplexe Polynome

p(z)=a0+alz+...+anzn (a,’,:GC)

anzuwenden. Ein solches hat in C — wie wir wissen — mindestens eine Nullstelle 3 ¢
C (Fundamentalsatz der Algebra) und als einfache Folgerung daraus sogar n (a, # 0!)
derartige Nullstellen. wenn man jede mit ihrer Vielfachheit zahlt.

Bilde also rein formal?

z0; Znay = Zg — p(zn)
(zn)
und erhalte eine Folge
(ao,.l,‘g,....:n.. ..)
in C, ein ,.dynamisches System™:
0 ; Tnte1 = N(zn) .

Fig. 2 zeigt einen mdglichen Verlauf der Folge (z,).

1Cayley, Arthur (1821-1895): englischer Mathematiker
zAbleitung nach 2!
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Die Folge {zn) heifit die , Bahn” des Punktes zo (= Startpunkt). Wir vermuten — analog
sum Reellen —, daB die Folge (z.) gzegen eine Nullstelle I von p sirebt. Dies stimmt i.a.
auch. wobei offenbar aber {z,) in Abhdngigkeit von zo jeweils gegen eine andere der Nuil-
stellen strebt. Es scheint naheliegend zu sein. dafl jede Nullstelle Z ihren .Einzugsbereich”.
d.h. ihren , Anziehungsbereich” hat, ihr ,Bassin”, wie man sagt. D.h. die Gaufi’sche Zah-
lenebene scheint in Bereiche zu zerfallen, innerhalb derer die Bahnen aller Punkie {als
Startpunkte zo gesehen) zur selben Nullstelle Z fiihren (Fig. 3).
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Andererseits konnte eine Bahn (z,) aber z.B. auch periodisch werden (Fig. 4) oder andere
interessante Eigenschaften haben.

Betrachten wir ein einfaches Beispiel: p(z) = 2% - 1.

Die Nullstellen dieses Polynoms sind:
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Das Newtonverfahren liefert fiir einen bestimmten Startwert zo die Naherungswerte

L plza) ozt =1_ 23341
“n<l = ~n T pl(:ﬂ) = ~n - znz - 3:n2 .- \"ﬂ) .

Wie konnten die Bassins der Nullstellen Z;, 72 und I3 aussehen? Unter dem Bassin von Z;
verstent man wie gesagt die Menge

A(E) = {:i.’\'k(:) — 5 furk -} (1 =1.23).

Dabei ist N¥(z) = N(N(...N(z)...)) (N k~mal angewandt).
Die naheliegende Vermutung tber die Ges:alt von A(Z;) wire wohl wie Fig. 5 zeigt.
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wollen, ware dabel die fett eingezeichnete urve.

Aber: Diese Vermutung ist falsch! In Wirkilchkelt sieat cas Bassin der Nulistelle Z; = 1
‘ziso A(Z)) so aus (weille Flache):

Figur 6

Fig. 7A und 7B zeigen Teile von 4(Z;) vergroBert (,.herausgezoomt™):

Figur 7A Figur 7B

Diese — vom Computer erzeugien — Bilder zeigen bemerkenswerte Aspekte (neben der
generell etwas Uberraschenden und ohne Computer kaum zu konstruierenden Gestalt).

3Julia, Gaston (1893-1978): franzosischer Mathematiker
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Lenken wir unsere Aufmerksamkeit auf den Rand von A(Z;): Zum einen scheint dieser
nicht nur eine auBerst komplizierte Linie zu sein, sondern mehr noch: Es fallt schwer.
{iberhaupt von einer .Linie” oder .Kurve” zu sprechen. Tatsdchlich ist der Rand emn sog.
Frokial”, d.h. ein Gebilde mit einer nicht-ganzzahdigen Dimension. Einer {glatten) Kurve
wird man woh!l die Dimension 1 zuordnen, einem ganzen Flachenstlick die Dimension 2.
Der Rand ,unseres” Bassins A(Z)) ist aber derart .in sich verzweigt”, daf man nicht mehr
von einem eindimensionalen Gebiide sprechen mochte, andererseits kann man natislich
nicht von einem zweidimensionalen .Gebilde” sprechen. Nun wurde aber ein Dimensions-
begriff entwickelt. der es erlaubt, auch nicht-ganzzahlige Dimensionswerte zur ,.Gréfenun-
terscheidung” gewisser Punkimengen heranzuziehen. Eben diesem Thema wollen wir uns
im folgenden widmen.

Um nun diesen Dimensionsbegriff in den Griff zu bekommen. beziehen wir uns auf eine
zweite merkwiirdige Eigenschaft des Randes: Fig. 7A und Fig. 7B zeigen — wie bereits
gesagt — AusschrittvergréBerungen von Fig. 6. Auch bei weiteren VergrofBerungen kehrt
das Bild unseres Bassins (in der englischsprachigen Literatur .krabbenidrmig” genannt)
immer wieder. Wir sprechen vom Prinzip der Selbstghnlichkeit Dieses Phanomen wird
uns zu einem allgemeineren Dimensionsbegriff fiihren, der in gewisser Weise mit der sog.
Hausdorff*- Dimension zusammenhangt, einer alten Begriffisbildung der MaBtheone.

§2 Ein Dimensionsbegriff fiir selbstdhnliche Figuren

Sehen wir uns als erstes Beispiel die sog. von Koch’sche Kurve an. Sie entsteht als Grenz-
wert des im folgenden durch mehrere Figuren beschriebenen Konstruktionsverfahrens:
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Figur 8A-E

Sie ist iibrigens der Graph einer zwar stetigen, aber nirgends differenzierbaren Funktion.
(Diese Sichtweise geht auf B. Bolzano® zurtick.)

Wir erkennen: Wenn wir das linke Drittel” AB der dritten Zeile vom linken Endpunkt
aus mit dem Faktor p = 3 strecken, ergibt sich das Bild der zweiten Zeile. Analoges gilt

4 Hausdorfl, Felix (1568-1942): deutscher Mathematiker
®Bolzano, Bernhard (1781-1848): Prager Mathematiker
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sichtlich fiir die zweite Zeile und offenbar fiir jede Zeile. Dieses Phinomen wollen wir als
Selbstannlichkeit bezeichnen. Selbstdnnlichkeit bedeutet sozusagen Invarianz gegentber
zentrischen Streckungen.

Um diesen Sachverhalt zu quentifizieren. sehen wir uns das obige Beispiel genauer an: Die
dritte Zeile besieht aus N = 4 paarweise kongruenter Teile der Art _A_ . VergroBert
(streckt) man einen derartigen Teil mit dem Faktor p = 3, erhalt man die Figur der zweiten
Zeile. Analog besieht offenbar die vierte Zeile aus N = 4 Teilen, deren jeder — mit dem
Faktor p = 3 gestreckt — die Figur der dritien Zeile ergibt. U.s.w.

Die von Koch’sche Kurve ist also — als Grenzwert des Erzeugungsprozesses — ein selbst-
ahnliches Gebilde, das sich durch die Zahien (Parameter) N = 4 und p = 3 kennzeichnen
laft. Die folgenden vier Beispiele (aus [ZE]) zeigen weitere selbstihnliche Figuren. N ist
dabei immer die Anzahl der jeweils paarweise kongruenten Teile; p der Streckungsfaktor.
der einen solchen jeweils in ,das Ganze” uberfinrt.
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Figur 9A-D

Aus diesen Figuren 128t sich nun ein Zusemmenhang zwischen N, p und der (euklidischen)
Dimension d des ,Gebildes” ablesen. Offenbar gilt namlich
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Konkret heit das bei Fig. 94 16 = 4% und d = 2. bei Fig. 9B 27 = 3% und d = 3. bei rig.
0C 4=2"undd=2und bei Fig. 9D 3= 5! und d = 1.

Dies moztiviert nun ganz allgemein zur Definition der .Dimension” eines selbstahnlichen
Gebiides mit den Parametern N und p durch

log NV

d=
log p

Die von Koch'sche Kurve hat in diesem Sinn die Dimension d = ig“; = 1.2618... Und dies
entspricht auch irgendwie der Anschauung: Wenn wir an die von Khoch’sche Kurve denken.
haben wir wohl] das Gefthl, daf sie woh! nicht mehr so einfach als eindimensionales Gebiide
bezeichnet werden kann, andererseits aber klarerweise wohl auch nicht als zweidimensio-
nales. Es widerspricht also im Grunde nicht der Anschauung, ihr eine Dimension zwischen
1 und 2 zuzuordnen. (Und dafl d niher bei 1 als bei 2 liegt, ist ebenfalls kompatibel mit

der Anschauung.)

Sehen wir uns (genau wie bei {ZE]) die . Tauglichkeit” dieses Dimensionsbegriffes bei einigen
weiteren Beispielen an. (Wir werden schon bei Beispiel 1 sehen, a8 ¥ und p auch nicht-
ganzzahlig sein kann und dennoch eine sinnvolle Dimension d liefert.)

Beuspiel 1:

Figur 10

Mg entsteht offenbar durch zentrische Streckung von M; (aus P) mit dem Faktor -.f; Fer-
ner besteht My aus vier zu M; kongruenten Quadraten, aus vier Rechtecken, wo je zwei
zusammen mit M; kongruent sind und einem kleinen Quadrat, welches zu einem Viertel
von M; kongruent ist. Somit ist

N=4¢
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Als (Selbstahnlichkeits-)Dimension von Mj erhalten wir somit
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Und das stimmt mit ja auch mit dem herkdmmlichen Dimensionsbegriff ibere:n.

\Man kann {ibrigens beweisen, da8 die oben gegebene Definition im Fall eines Gebiides mit
canzzahliger euklidischer Definition stets mit dieser zusammeniallt. Gebilde mit nicat-
canzzahliger (,.gebrochener”) Dimension heien .Frakiale”. Die von Koch'sche Kurve wie
auch der Rand des Bassins A(Z;) (die Julia-Menge von z? — 1) sind typische Beispiele
solcher Fraktale.

Schon in den Zwanziger-Jahren wurde der Begriff der ,Hausdorff-Dimension” dy ent-
wickelt, die ebenfalls nicht-ganzzahlige Werte annehmen kann und die vor allem in der
Zahlentheorie zur Charakterisierung der .GroBe” gewisser Zahlenmengen verwendet wird.
Auch fur die .dimensionsmafige” Charakterisierung von allgemeinen Fraktalen findet sie
Anwendung. Fiir unsere ,selbstinnlichen Gebiide” stimmt dy mit d Uberein. (Der Name
_Fraktal” weist ja auch darauf hin, daB die Hausdorff-Dimension nicht ganzzahlig ist.)

Wer 2.B. das Cantor’sche® Diskontinuum D kennt. iberlegt sich Jeicht, daB es selbsiahnlich
mit N = 2 und p = 3 ist. (Es empfehlt sich. dabei an die rekursive Konstruktion von D zu
denken, bei der [0, 1] in drei Teile geteilt wird. das mittlere Intervall fortgeworien wird u.s.f.
Die im Grenzwert verbleibende Punktmenge ist D.) Daraus folgt d = i—g;—% = 0.6309....
und dies ist bekanntlich auch die Hausdorfi-Dimension von D.

Beispiel 2 (,, Sierpiniski” - Teppich”):

Z V/
G

Figur 11A-C U. S.W.
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Der aus Fig. 11 ersichtliche Konstruktionsproze8 ergibt — unendlich oft durchgefihrt — ein
offenbar ,sehr diffuses” und ,verstreutes” Gebilde, eine Art Teppich mit ,unendlich vielen
Lochern™, den man wohl nicht mehr als zweidimensional bezeichnen kann, andererseits wohl
wieder auch nicht als eindimensional wie eine (allenfalls ,verbogene”) Strecke. Tatsachlich
ist das Gebilde selbstihnlich. Der Streckungsfaktor p ist offenbar 3. Von Schritt zu Schritt
wird das Kerngebilde in je N = 8 paarweise kongruente Teile zerlegt: Fig. 11B bestent
aus 8 Figuren der Art von Fig. 11A: Fig. 11C besteht aus 8 Figuren der Art von Fig. 11B;
u.s.f.

Daher gilt: d = }g;g = 1.8927...

6 Cantor, Georg (1845-1918): deutscher Mathematiicer
" Sierpiriski, Waclaw (1882-1969): polnischer Mathematiker
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Die in Fig. 11 dargestellten Figuren eignen sich nebenbei bemerkt hervorragend zur De-
monstration am Overhead-Projektor.

Beispiel § (,,Menger®-Schwamm”. das Titelbild von {RML]!):

Aus einemn Wiirfel wird das ,.mittlere Kreuz” entfernt. Desgleichen geschieht fiir jeden der
verbleibenden zwanzig { Teil-)Wlirfel u.s.w. Die ,als Grenzwert” verbleibende Punktmenge
M heiBt . Menger-Schwamm” (sie ist nicht leer, da z.B. die Eckpunkte des Ausgangswurfels
jedenfalls zu M gehdren), im Grenzfall entsteht eine Art ,,.Schwamm” mit unendlich vielen
_Léchern” (Fig. 12), ein offenbar selbstzhnliches Gebilde mit dem Streckungsfakior p = 3
(zentrische Streckung jeweils vom linken unteren vorderen Eckpunkt) und NV = 20. Daher

ist die Dimension dieses zwischen der Zwei- und Dreidimensionalitat angesiedelten Gebildes

d = 10820 _ 27268 ..
log 3

An dieser Stelle sei kurz ein vollig anderer Zweck unseres nicht-ganzzahligen Dimensions-
begriffes erwihnt, der eben die Notwendigkeit desselben deutlich macht. Berechnen wir
das Volumen unseres ,,Schwammes”™: Nach Konstruktion folgt:

V=a=-7.(%)3-20-7-(%)3-20’-7.(%)3-...

Denn: Es werden erstens 7 Wiirfeln der Kantenlinge £ weggenommen, zweitens von den
verbleibenden 20 jeweils wieder sieben mit der Kantenlinge &, drittens von den verblei-

benden 202 = 400 Wiirfeln mit der Kantenlange & jeweils 7 mit der Kantenlange 3% u.s.f.

8 Menger, Karl (1902-1985): osterreichischer Mathematiker
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Daraus folgt:

D.h. der Menger-Schwamm besitzt das Volumen Null. Der Volumsbegriff unterscheidet
aber schlecht zwischen verschiedenen Punkimengen, so hat ja auch eine Figur aus end-
lich vielen Punkten oder eine ein- oder zweidimensionale Menge das Volumen Null, der
Menger-Schwamm besteht aber aus . viel komplizierter liegenden” Punkten. Unser Dimen-
sionsbegriff differenziert hingegen zwischen ,Nullmengen™ und erlaubt eine feinere Groflen-
unterscheidung.

Beispiel 4 (Der , Cantor-Staud”):
Dieses Fraktal stellt ein ,zweidimensionales™ Analogon zum eben besprochenea Menger-
Schwamm dar (Fig. 13).

1 00O 00
OO0 OO0
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v

Figur 13A-C

Durch jeweiliges Entfernen des ,.mittleren Kreuzes™ bleiben also jeweils N = 4 Gebilde. die
durch Streckung mit dem Faktor p = 3 auf das Grundgebilde der jeweils vorangehenden
Konstruktionsstufe gestreckt werden konnen. Die Dimension des nach unendlich vielen

solchen Konsiruktionsstufen verbleibenden Gebildes M ist dann d = i—gg—% = 1.2618...
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Wiederum konnen wir uns fir den :Flachen-)Inhalt des Grenzgebildes interessieren:

A=a® - ‘(%)2‘4'5'<%>2“42'5'(%)2"'“:

O

, . [1 N, 1\

=q° - 3-a° L§_4<§> 7-‘:“(5) + ... =
2
1 4 4

=a2—5'a2--9--[1-r ‘9')-—(§> -+ ]‘—‘-—

" O s 1
—a?-2.g2. =0.

9 1-4

Der Leser ist selbst angehalten. sich von der Ubereinstimmung von Konstruktionsprinzip
und Rectnung zu uberzeugen.

Es sei noch vermerkt, daB hier (wiedereinmal) eine sehr schéne Anwendung der Summen-
formel der geometrischen Reihe voriegt.

Ein letztes Beispiel soll zur Anregung zur Findung weiterer selbsidhnlicher Figuren dienen:

s

ek
SE

Figur 14A-C

Das als Grenzwert entsiechende Frak:al hat die Dimension d = ig;g = 1.4649...

§3 Exaktifizierung des Obigen und Nicht-Lineare Konstruktionsprinzipien
von Fraktalen

Bei allen in §2 beschriebenen Beispielen selbstahnlicher Gebilde ist ein ¢ffin-linearer Pro-
zeB die Grundlage, die Verkniipfung einer Streckung und Translation. Sehen wir uns nun
das sog. Sierpiriski-Dreieck M (Fig. 15) an:

Der Konstruktionsproze8 138t sich hier offenbar durch drei affin-lineare Funktionen f; :
R? — R? der folgenden Art beschreiben (der Ursprung des Koordinatensystems ist stets

T .
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Figur 13A-E

Uberprifen wir dies an dem T:Tbergang von (1) zu (ii): Das Dreieck I entsteht aus dem groBen

Dreieck, wenn man b; = b, = 0 setzt, f1 1st also einfach die Abbildung (;) — % . (:)

. . s . . i . .
Weiters bekommen wir das Dreieck II, wezn I um (:;) = (1.:/‘) ranslatiert wird, denn
4

i

entsteht III aus I durch Translation um (g;) = (5)

Und genau dasselbe Tripel affin-linearer Transformationen fihrt von (i1) nach (iii) u.s.w.
In §2 haben wir Selbstihnlichkeit durch NV und p beschrieben, beim Sierpinski-Drejeck ist
2lso p = 2 und ¥ = 3. Die Dimension von M (mit Streckungsfaktor p = % bzw. 2) ist also
d= :.gx_g = 1.5849... Das entspricht der Beschreibung von M durch N = 3 affin-lineare
lranstormationen f;.

Als weitere Beispiele einer derartigen Beschreibung wollen wir zwei Fj gurenreihen angeben,
die es uns ermoglichen, die Entstehung von Blatt-Formen als Produkte des sog. ,linearen
Dialekis” zu versiehen (Fig. 16 u. 17).

Die zugehorigen vier Transformationen /i sind von der Form

G) = (@ ) (0)+ (%),
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Figur 16A-E

also

IT— AT+ b,

wobei die genauen Parameterwerte jeweils angegeben sind. Jeweils ist dabei I das Aus-
gangsbild, II die erste, III die zweite, IV die vierte Iteration und V das Limesbild.

Man kann nun diesen Konstruktionsproze8 auch mit nichtlinearen (2.B. quadratischen)
Funktionen f; (1 < ¢ < n) durchfihren. Dann ,verzerrt” und ,verdreht” sich die Aus-
gangsfigur, der schritiweise Verkleinerungs- und Vervielfachungs- Kopierprozef erzeugt
schlieflich wieder ein Fraktal. Fig. 18 zeigt ein Beispiel eines sog. ,quadratischen Dia-
lekts”, wobel nun nichtlineare Erzeugungsfunktionen zugrunde liegen.

Die Darstellung besteht aus Ausgangsbild (I), finf Iterierten (II-VI) und dem Limesbild
(VII). Die jeweilige Verdopplung des Schriftzuges .SPEKTRUM?” rihrt daher, da N =2
Transformationen f; und f; verwendet wurden. Die nichtlineare Wirkung der Transforma-
tjonen ist an den Verzerrungen im Schriftzug zu beobachten. Das Limesbild ist ein Fraktal
wie viele Julia-Mengen (sh. §1) nichtlinearer dynamischer Systeme N.

Um diese letzte Bemerkung zu verstehen. kehren wir nocheinmal zu unserem Ausgangs-
punkt zurick. In §1 haben wir das Newtonverfahren als ein solches zur Auffindung von
Nullstellen einer Funktion f interpretiert; was wiirde herauskommen, wenn man z (d.h.
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Blatt
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Figur 17A-E
eine exakte Nullstelle von f) selbst in das Newtonverfahren einsetzte? Antwort: wiederum
z, denn:
N@E)=z2—- 77 =12 (f(Z)1st jagleich Null') .
D.h.: Fassen wir das Newtonverfzhren als dynamisches System N(z,) = 2zn4+1 auf, so ist

also 7 ein Fizpunkt desselben. Wieder interessieren wir uns fur die Startwerte zo, die zu
den (moglicherweise verschiedenen) Fixpunkten von N fuhren.

Nun ist N i.a. ein relativ kompliziertes dynamisches System (je nach Art der eingesetzten
Funktion f). Betrachten wir stattdessen ein einfacheres:

Tpg) = zal + ¢ (zn€C, ceC koristant) )

Sei vorerst ¢ = 0. Es gibt fiir die entstehende Folge (z,) grundsatzlich drei Moglichkeiten:
1.) Gilt |zg] < 1 (und nur dann), dann wird (z,) gegen Null konvergieren.
2.) Fir den Fall |zo] > 1 strebt (z,) gegen Unendlich und vice versa.

3.) Wenn |zo| = 1 ist, dann (und nur dann) ist |z,| = 1 fir alle n. Die entstehende
Folge (z.) liegt ganz auf dem Einheitskress.
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Figur 18A-G
Wir sehen: Die Bassins der beiden anziehenden Fixpunkte = = 0 und = = o< (Riemann’'sche

Zahlenkugel) werden eben durch den Einhestskreis getrennt, der in diesem Fall die Julia-
Menge darstellt.

Komplizierter und aufregender wird es fir c—Werte ungleich Null. Fir ¢ = —0.12375 +
0.56508i ergibt sich folgende Julia-Menge (Fig. 19). (Die Selbstdhnlichkeit ist auch hier
vorhanden.)

Mit ¢ = —0.12 + 0.74i erhalten wir Fig. 20.

Nun ist unsere Julia-Menge nicht mehr ein einzelner, mehr oder weniger deformierter
Kreis, sondern sie besteht aus unendlich vielen solchen, die aber zusammenhangen. Auch
fir diesen c—Wert ist also unsere Julia-Menge zusammenhingend. Das Innere dieser Julia-
Menge enthilt nicht mehr einen stabilen Fixpunkt (,Attraktor”), sondern einen Dreier-
Zyklus, dargestellt durch die fettgedruckten Punkte.

Wir erkennen bereits: Abhdngig von den c— Werten haben die Julia-Mengen verschiedene
Gestalt.

Im folgenden unterscheiden wir nur zwischen zusammenhingenden und nichtzusammen-




- 139 -

Figur 20

hangenden Julia-Mengen. Rechnet man der Reihe nach (in kleinen Schritten) viele c—-
Werte durch und farbt genau diejenigen c¢—Werte in der komplexen Ebene schwarz ein,
wo die Julia-Menge von z +—— z? + ¢ zusammenhangend ist. erhilt man das berithmte
LApfelmannchen”, die sog. , Mandelbrotmenge” M (Fig. 21).

Diese Menge (bzw. der Rand) ist quasi zum Symbol der gesamten Forschungsrichtung
geworden. Bei schrittweisen Vergroferungen des Randes tritt erstaunlicherweise immer
wieder die gleiche Gestalt auf, die sich sozusagen ,ins unendlich Kleine” hinein fortsetzt.
Der Rand ist ein Paradebeispiel der Selbstahnlichkest und eines Fraktales.

Die Mandelbrotmenge M ist gleichsam ein Wegweiser (Fiihrer) durch die auch optisch
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Figur 21

wunderschone Welt der Julia-Mengen (sh. z.B. [PR]). Die in Fig. 19 dargestellte Julia-
Menge stammt aus einem c—Wert im Inneren des Hauptkorpers von M. Zu den ¢c—Werten
im Inneren einer der Knospen gehoren Julia-Mengen vom Typ der Fig. 20. Am Entsteh-
ungspunkt einer Knospe beobachten wir den sog. ,parabolischen” Fall, auf den wir hier
natirlich nicht naher eingehen konnen (Fig. 22).

Figur 22 Figur 23

Schluflendlich (und das ist ein Ergebnis einer grundlegenden Arbeit von D. Sullivan, 1983)

gehort zu den Fallen, wo ¢ an irgendeinem anderen Randpunkt von M liegt, die sog.
»Jiegel®-Scheibe (Fig. 23).

9Siegel, Carl Ludwig (1896-1981): deutscher Mathematiker
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Die Klassifikation von Julia-Mengen (die wohl typischsten Vertreter von Fraktalen) mit
Hilfe der Mandelbrotmenge ist ein schénes und schwieriges Gebiet, das wir mit unseren
Bemerkungen und Bildern natiiriich nur ein wenig ,ankratzen” konnten. Uns geht es aber
natlirlich nicht um Systematik, wir wollen nur ein wenig davon erzahlen, womit sich viele
Mathematiker heute beschaftigen. Hiezu noch ein letztes Wort.

Abgesehen von einigen Spezialfallen (z.B. c—Werte auf der ,Hauptantenne™) bleibt noch
die Moglichkeit, daB der c—Wert auflerhalb von M liegt. Zu solchen Werten gehoren
Julia-Mengen wie Fig. 24 (,,Fatou'?-Staubd”).
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Figur 24

In diesem kurzen Uberblick {iber das Verhalten der Rekursionsgleichung (des dynamischen
Systems) Zo; Zn4+1 = Ta? + ¢ sei noch erwédhnt, daB nach einem Satz von Adrien Douady
(Paris) und John Hamal Hubbard (USA) die Mandelbrotmenge selbst zusammenhangend

15t.

84 Ausblick und Restimee

Wie bereits erwahnt, haben auch die Grenzbilder des quadratischen Dialekts gebrochene
Dimensionen. Diese — namlich ithre Hausdorff-Dimension dy — ist nun nicht mehr so ein-
fach berechenbar. Schon die blofile Definition der Hausdorff-Dimension dy bedarf kompli-
zierter mafltheoretischer Methoden. Andererseits ist das Konzept der Hausdorff-Dimension
viel allgemeiner als die oben behandelte Dimension fiir selbstdhnliche Figuren. Ihre Berech-
nung fir in der Praxis auftretende Fraktale ist dulerst schwierig und in vielen konkreten
Fallen noch unbekannt.

Der oben behandelte Spezialfall gibt aber einen ausgezeichneten Einblick in die ,Welt”
gebrochener, besser: nicht-ganzzahliger, Dimensionen. Und das war schlieflich unser Ziel.

'0Fatou, Pierre (1878-1929): franzdsischer Mathematiker
)
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SchlieBen méchten wir mit einem Zitat von B. Mandelbrot. der iiber die Faszination von
Fraktalen fiir Mathematiker einerseits, Naturwissenschaftler ande.rerseits threibfiﬂD'ie Na-
turwissenschaftler werden (sicherlich) iiberrascht und erfreut sein, da.B sie zukunft1§ Sf)l-
che Formen qualitativ streng untersuchen kdnnen, die sie bisher fal-t1g, gewur.xden,.kormg.
picklig, pockennarbig, polypenformig, schlingelnd, seltsam, tangartig, verzweigt, wirr. wu-
schelig genannt haben.

Die Mathematiker werden (hoffentlich) iiberrascht und erfreut sein, .daB Mengfen, die b-isher
als Ausnahmeerscheinungen galten, in gewissem Sinne die Regel sind, da8 sich scheinbar
pathologische Konstruktionen auf natiirliche Weise aus sehr konkreFen Problemen' C?Seben
und da8 das Studium der Natur alte Probleme 1sen hilft und so viele neue aufwirft.”
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